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§ I. Einleitung. Bekanntlich beruht die historisch erste Ein-
fUhrung des Lebesgueschen Integralbegriffes im n-dim. euklidischen Raum 
auf die Anwendung des Lebesgueschen MaBes. Mit Hilfe des Jordanschen 
MaBes laBt sich das Riemannsche Integral in euklidischen Raumen in 
vollig analoger Weise definieren. Die Anwendung von beschrankt- und 
total-additiven MaBen, welche von dem Jordanschen bzw. dem Lebes-
gueschen MaBe verschieden und auch wohl von zweierlei Zeichen sein 
diirfen, fiihrte, ohne daB es dazu notig war die benutzten V erfahren zu 
andern, zu den Riemann-Stieltjesschen bzw. Lebesgue-Stieltjesschen 
(oder Radonschen) lntegralen in euklidischen Raumen. Sogar beim V"ber-
gang zu abstrakten Raumen (FRECHET 1915) diente die MaBtheorie als 
Grundlage fiir den Aufbau von zugehorigen Integralen. 
Ein andersartiger Aufbau kiindigte sich schon im Jahre 1909 an, in 
welchem F. RIESZ fiir jedes beschrankte lineare Funktional der in [a, b] 
stetigen Funktionen eine Darstellung als Stieltjessches Integral ableitete. 
Ein erster Aufbau des Integrals in abstrakten Raumen, ausgehend von 
der Betrachtung des Integrals als lineares Funktional, riihrt von DANIELL 
her (1917). Erneut fand dieser Ausgangspunkt Anwendung in Arbeiten 
von F. Rmsz, M. H. STONE und NICOLAS BouRBAKI. 
Bei allen diesen Betrachtung war die Absicht fiir moglichst umfassende 
Klassen von Punktfunktionen in besonderen oder in allgemeinen Raumen 
zu einem Integral zu gelangen. Eine Verallgemeinerung der Punktfunk-
tionen bilden die in 1938 von C. CARATHEODORY eingefiihrten Orts-
funktionen. Grundbereich ist hier kein Raum, sondern ein Boolescher 
a-Verband (mit oder ohne Einheit), fur dessen Elemente, Somen genannt, 
Ortsfunktionen in naher anzugebender Weise definiert sind. Fiir bestimmte 
Teilklassen von Ortsfunktionen laBt sich nach CARATHEODORY ein Integral-
begriff einfiihren in bezug auf ein total-additives, fiir die Somen eines 
Teilverbandes definiertes, nicht-negatives MaB. Es bietet keine Schwierig-
keiten ebenso wie beim Lebesgue-Stieltjesschen Integral total-additive 
MaBe von zweierlei Zeichen zuzulassen, oder sich wie beim Riemann-
Stieltjesschen Integral auf beschrankt-additive MaBe zu beschranken 1 ). 
1) Siehe meine Arbeit: Zur Ma/3- und lntegrationstheorie in Strukturen l, II, 
diese Proceed., Series A, vol. 49 (1946), S. 167-184. 
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Es liegt nun auf der Hand der Frage nachzugehen ob nicht auch bei 
Ortsfunktionen die Methode der linearen Funktionale in solcher Form 
anwendbar ist, daB sie die Anwendung auf Punktfunktionen als Spezial-
fall mit umfaBt. Es ist das Ziel der folgenden Betrachtungen nachzugehen 
ob diese Frage sich positiv beantworten laBt lbis). 
§ 2. Verschiedene aequivalente Definitionen fiir Orts-
funktionen. 
I. (CARATHEODORY) 2) a =f. Nullsome 0 sei ein Soma eines Booleschen 
a-Verbandes. Jedem von 0 verschiedenen Teilsoma b von a soH eine reelle 
Zahl 1X(b) (die untere Grenze) und eine reelle Zahl {3(b) (die obere Grenze 
der auf a definierten Ortsfunktion) zugeordnet sein, mit 
(1) 1X(b)~f3(b), 1X(b1)~1X(b) und {3(b1)~{3(b) fiir O=f.b1 ~ b, 
wobei auBerdem (bei 1X(a)<f3(a)) zu jedem A. in (1X(a), {3(a)) ein Soma 
s, C a ( und =f. 0) existieren soll mit 
(2) 
Auch +oo und -oo sind dabei als Werte fiir 1X, {3 zugelassen. 
Bemerkung 3). Zu jedem reellen A. mit 1X(a)<A.<f3(a) gibt es nun ein 
gr6{3tes Teilsoma b, mit {3(b1)~A., und ein gr6[3tes Teilsoma c, mit 1X(c,)~A.. 
Daraus folgt weiter fiir die in bezug auf a komplementaren Somen 
1X(a e b,)~A. und {3(a e C;.)~A.. Auch ist dann (a e b,) II (a e C;.)=O. 
Denn aus (a e b;.) II (a e C;.)=/=0 wiirde folgen: 
1X(a 8 b;.)~1X((a 8 b,_) II (a 8 c,_)]<A.<{J[(a 8 b,_) II (a 8 C,_)]~{J(a 8 c,_), 
also 
lbls) Dabei wird angeschlossen bei einer Behandlung von (RS)1-Integralen 
(j = 1, 2) fiir Punktfunktionen in meiner Arbeit: Das abstrakte Integral I-III, 
diese Proceed., Series A, vol. 62 (1959), S. 211-228, 361-375, insbes. S. 211-228, 
361-363, und von (LS)-Integralen fi.ir Ortsfunktionen loc. cit. 1), S. 182, 183. 
Selbstverstandlich ist diese Behandlung noch in mehrere Weisen zu variieren. So 
kann, unter den Annahmen a), {3), y) von § 6b1•, eine auf dem Booleschen a-Verband 
)B de:finierte Ortsfunktion f als (RS)I-integrierbar betrachtet werden, wenn zu will-
kiirlich positivem e Ortsfunktionen g, hE lB existieren mit g ~f~h und l(h)-l(g)<e; 
dann sei das (RS)I-Integral von f iiber lB gleich dem gemeinsamen Werte von 
inf l(h) und sup l(g). In einem spateren Stadium kommen die Bedingungen 15) 
(hier in § 11) und e) (hier in § 16) hinzu, wahrend eine "zwei Etappen"-Behandlung 
analog mit der hier in § 17 gegebenen zu (LS)-Integralen fiihrt. Vergl. auch, so 
weit es die Riemann-Stieltjesschen lntegrationen betrifft, L. H. LOOMIS, Linear 
functionals and content, Amer. Journ. Math. 76 (1954), S. 168-182; dabei HAUPT-
AUMANN-PAUC, Differential- und Integralrechnung, Bd. III (2e Aufl. 1955), 
s. 200 u. 201. 
2) Siehe C. CARATHEODORY, Entwurf fur eine Algebraisierung des Integralbegriffs. 
Miinchener Sitzungsber., Naturwiss. Abt. 1938 ,S. 27-68, insbes. S. 61-64. 
B) Siehe J. RIDDER, Ma/3- und Integrationstheorie in Strukturen. Acta math. 73 
(1941), S. 131-173, insbes. S. 169, 170. 
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wahrend daneben gilt 
II 4). a*O. Die Somenfunktionen 01. und fJ sollen wieder Bedingung 
( 1) erftillen; dane ben: 
zu jedem A. mit cx(a)<A.<{J(a) gehoren groBte Teilsomen bA, cA[ *0] mit 
{J(b,_);;;,A., bzw. cx(cA)~A., und (a8b.t}A(a8cA)=0. 
Bemerkung. Aus II. folgt: 
cx(a 8 b,_)~cx(cA)~A., und {J(a 8 cA);;2,{J(bJ.);;2,A.; 
es ist also 
III. (BISCHOF) 5). Fiir jedes Teilsoma b * 0 von a seien definiert 
cx(b), {J(b) mit den Eigenschaften: 1. zu jeder endlichen Zahl A., zu welcher 
ein Teilsoma c( * 0) von a gehort mit {J( c);;;;, A., existiert die Summe aller 
derartigen So men (c) ; 2. es gibt mindestens eine monoton nicht-zunehmende, 
fiir die Teilsomen (b) ( *0) von a definierte Somenfunktion w mit 
{J(b) = sub w(b1); 3. fiir jedes Soma b ~a (und * 0) ist cx(b) = inf {J(b1). 
-bl~b bl~b 
IV. (CARATHEODORY) 6). Eine auf a*O definierte Ortsfunktion wird 
erklart durch cine Somenskala {SA} (A. endlich) mit SA~ SP ~a fiir A.<p.. 
Dabei sei fiir O*b ~a: 
~ sup (y; b 11811=0) fiir cx(b)> -oo, 
cx(b) = ~ inf (y; b 11S11*0) fiir cx(b)< +oo, 
~ inf (y; b 11 S 11=b) fiir {J(b)< +oo, 
{J(b) = ( sup (y; b 11S11 *b) fiir {J(b)> -oo. 
Bemerkung. Zwei auf a*O definierte Somenskalen SJ., TJ. heiBen 
gleichwertig (und definieren sodann dieselbe Ortsfunktion), falls fiir A<p. 
stets SA~ T /A und T}, ~ sp ist. 
§ 3. In der Klasse der auf a* 0 definierten Ortsfunktionen laBt sich 
eine partielle Ordnung einfiihren 7): Fiir /1 - (cx1, fJ1) und /2 = (cx2, {J2) 
auf a sei /1:;2,/2, falls aus O*b ~a immer folge cx1(b);;2,a2(b) und {J1(b);;2, 
;;2,{J2(b) B). Diese Ortsfunktionen bilden dann einen a-Verband (a'-lattice). 
4) Vergl. loc. cit. 3), S. 170. 
5) Siehe A. BISCHOF, Beitrage zur Oaratheodoryschen Algebraisierung des Integral-
begriffs. Schr. Math. Inst. u. Inst. angew. Math. Univ. Berlin 5 (1941), S. 237-262, 
insbes. S. 247, 248, und C. CARATHEODORY, Ma/3 und Integral und ihre Algebrai-
sierung, Birkhauser Verlag, Basel 1956, S. 93 (Satz 5), 91 (Satz 3). 
6) Siehe CARATHEODORY, loc. cit. 5}, S. 79, 85, 88. 
7) Vergl. CARATHEODORY, loc. cit. 5}, S. 99 u. 80. 
B) Eine aequivalente Forderung ist: gibt es zu endlichem A. groJ3te Teilsomen 
bpl, bA!2l mit ,81 [bJ.!ll] ;;2,A. bzw. ,82[bp>] ;;2,A., so ist immer bJ.!2l ;;2,b)y>. 
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Definition. Sind <X und {J untere bzw. obere Grenze einer fiir die 
Teilsomen ( #- 0) von a#- 0 definierten Ortsfunktion f, so sei c · f fiir diesel ben 
Teilsomen definiert mittels unterer Grenze C·<X und oberer Grenze c·{J, 
falls oo > c ~ 0, und mittels unterer Grenze c · {J, oberer Grenze c ·<X, falls 
-oo<c<O Sbis). 
Definition. Sind h und /2 auf a#-0 endlich [d.h. fiir alle Teilsomen 
#-0 seien die zugehorigen unteren und oberen Grenzen, <XI, fJ1 bzw. <X2, fJ2 
endlich], so gibt es eine und nur eine Ortsfunktion f auf a mit unterer 
und oberer Grenze <X bzw. {J, fiir die: 
<XI(b)+<X2(b);;;;,x(b);;;;{J(b):;;;;{JI(b)+{J2(b) fiir jedes Soma (0#-) b ~a 9). 
I heiBe die Sum me von h und /2: 
f=h + /2· 
Definition. Fiir auf a#-0 endliche Ortsfunktionen h und /2 sei die 
Differenz fr- /2 definiert durch: 
h- /2 = h + ( -l). /2· 
Eigenschaften. Fiir auf a#-0 endliche Ortsfunktionen /1, fr', /2, /2', fa 
ist: 
h + /2= /2+ fr, (/1 + /2)+ /a= h + (/2+ fa), 
aus fi:;;;;fi', /2:;;;;/2' folgt h +/2:;;-;;;h' +/2' 10). 
Eigenschaft. Die auf a#- 0 endlichen Ortsfunktionen bilden einen 
bedingten a-Vektorverband V, d.h. einen Vektorverband, fiir welchen aus 
fn E V (n= l, 2, ... }, g E V, fn:;;;;(J die Existenz von Vn/n oder sup fn E V 
folgt 11}. 
Alle Relationen in bedingten a-Verbanden stehen somit bei der Betrach-
tung von endlichen Ortsfunktionen zur Vediigung. 
§ 4. Definition. Eine Ortsfunktion fist definiert fiir einen Boole-
schen a-Verband 18, falls sie eindeutig definiert ist fiir alle vom Nullsoma 
verschiedenen Somen von 18 gemaB einer der Definitionen von § 2. Sie 
heiBt dann endlich in 18, wenn jedes Soma a# 0, E 18 Summe von abzahlbar 
vielen Somen (an) ist, mit jedem an#-0 und f endlich auf jedem an. 
Bemerkung. Sind <X und {J untere bzw. obere Grenze einer auf 18 
definierten Ortsfunktion f, und ist a=vnan (jedes an#-0; n=l, 2, ... ), 
so folgt fiir jedes Soma b mit a " b #- 0: 
,x(a A b)= inf ,x(an A b), {J(a A b)= sup {J(an A b). 
Sbis) Es sei 0. ± oo = 0. Fur die Nullortsjunktion 0 auf a seien untere und 
obere Grenze == 0. 
9) Siehe CARATHEODORY, loc. cit. 5), S. 108 (Satz 1). 
10) Siehe CARATHEODORY, loc. cit. 5), S. llO. 
11) In der Terminologie von N. BoURBAKI, Integration, Act. sci ll75 (1952), 
S. 17: einen RieBschen Raum mit der angegebenen Eigenschaft. 
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(Defini tionen). Die Operationen auf- und Relationen zwischen Orts-
funktionen in einem Booleschen a-V erband $S sind als definiert zu 
betrachten, falls sie es in jedem vom Nullsoma von $S verschiedenen 
Soma (im Sinne von§ 3) sind, aufwelchem die betrachteten Ortsfunktionen 
endlich sind. 
Die fur $S endlichen Ortsfunktionen bilden einen bedingten a-V ektorver-
band Q (was also heiBen soli, daB die Teilklasse der auf einem willkurlich 
gewahlten Soma a =1= 0 endlichen Ortsfunktionen auf diesem a einen 
bedingten a-Vektorverband bildet). 
§ 4bis. Allgemeine Bemerkung. Aile im folgenden betrachteten 
Ortsfunktionen sind, so weit das Gegenteil nicht bemerkt wird, als auf 
$S endlich zu betrachten. Dabei sollen (auch ohne ausdruckliche Angabe) 
immer nur solche Somen a =1= 0, auf welchen die eben in Betrachtung seienden 
Ortsfunktionen alle endlich sind (im Sinne von § 3), benutzt werden. 
Definition. Ein Paar (f, g) in $S endlicher Ortsfunktionen heiBe 
geordnet, falls f;:;;;,g in $B. 
Ist nun in $S, bei h=f-g, h=!=O, mit 0 die Nullortsfunktion von $S (also 
mit unterer und oberer Grenze £Xo(c)=/'1o(c)=0 fur jedes Soma c E $S und 
=!=0), so gibt es ein Soma a=!= das Nullsoma 0, so daB fur die nach Def. II 
( § 2) zu h fur It= 0 existierenden gr6Bten Teilsomen bo, co von a 
(a 8 bo) V (a 8 Co)=a 8 (bo 1\ Co)=/=0 
ist. Auf bo 1\ Co ist h= die Nullortsfunktion 0, wahrend fur nicht-leere 
Teilsomen von a e bo bzw. a e Co t'1n>0 bzw. iXn<O ist. Somit ist a e Co 
leer, und 
(3) a= (bo 1\ Co) V [a 8 (bo 1\ Co)] 
eine Zerlegung von a in zwei Teilsomen, mit f=g auf dem ersten-, f=l=g auf 
jedem nicht-leeren Teil des zweiten Teilsomas; b0 A c0 ist ev. leer. 
Ist (/I, gi) ein zweites geordnetes Paar in $S endlicher Ortsfunktionen, 
so gibt es fur jedes Soma a=/= 0 eine Zerlegung (3) zu (f, g), wobei diesmal 
auch a e (bo 1\ Co)= 0 sein kann, und eine zweite Zerlegung derselben Art; 
(3biS) a= (bo 1\ co) v [a e (bo 1\ Co)] 
zu (/I, gi). Die Distributivitat in $S liefert aus (3), (3bis) eine Zerlegung 
von a in vier disjunktion Somen, welche nicht aile =1= 0 zu sein brauchen, 
(4) a=bi v b2 v ba v b4, 
wobei f=g, fr=gi auf bi, nur f=g auf b2, nur /I=gi auf ba, schlieBlich 
f=l=g, /I=I=gi auf jedem Teilsoma =1=0 von b4. 
Definition. Die geordneten Paare (f, g), (/1, gi) in $S endlicher Orts-
funktionen sind disjunkt, wenn immer flir jedes Soma a=!=O mit einer 
Zerlegung (4), bei der b4=!=0, eine weitere Zerlegung 
( 5) b4 = b4,I v b4,2 
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existiert (eines der b4,1=0 zugelassen) mit 
g ~/I auf b4,1, g1 ~ f auf b4,2· 
Bemerkungen. I. Nach obiger Definition sind Paare (/,f), (g, g) als 
disjunkt zu betrachten. 
II. Auchsind disjunkt Paare (/,/),(/I, g1) mit /I#g1 in >B. 
III. Es ist nicht moglich, daB bei der Zerlegung (5) auf einem Soma 
b4, i # 0 gleichzeitig gilt: 
Denn dann ware auf diesem b4, i 
g~/I~g1~/. also g~f, 
was mit f~g geben wiirde f=g, wahrend doch aufjedem Teilsoma -=;60 von 
b4 /-=fog ist. 
IV. Auf jedem b4,1-#0, definiert wie in (5), ist 
f~g~/I~gl, 
auf jedem zugehOrigen b4,2-#0 
/I~gl~/~g. 
wahrend in heiden Fallen fiir jedes Teilsoma -=;60 gilt /-=fog, /I-=fog1; somit 
la6t sich dies schreiben: 
f>g~/I>gl auf b4,1, h>g1~/>g auf b4.2. 
Definition. Die geordneten Paare (/I, g1), (/2, g2) von in >S endlichen 
Ortsfunktionen werden als gleich betrachtet unter den Bedingungen: 
1° auf >S ist /I- g1 = /2- g2; 2° bekanntlich la6t jedes Soma a# 0 und E >S 
sich zerlegen in zwei nicht gleichzeitig leeren Somen a1, a2 mit h = g1 auf 
a1 und h -=fo g1 auf jedem Teilsoma # 0 von ~; nun soli auf jedem derartigen 
a2# 0 h = /2 sein. 
Bemerkung. Auf a1 ist auch /2=g2, auf a2g1=g2, wahrend auf jedem 
Teilsoma -=;60 von a2f2-=;6g2 ist. - Die Gleichheitsrelation ist reflexiv, 
symmetrisch und transitiv. 
Eigenschaft. Im bedingten a-Vektorverband Q gilt immer die 
Gleichheit: (/, inf (/, g))= (sup (/,g), g). 
Beweis. (/, inf (/,g)) und (sup(/, g), g) sind geordnete Paare in >S 
endlicher Ortsfunktionen. Wegen der Relation 
(6) f+g=sup (/, g)+inf(f, g), oder f-inf(f, g)=sup (/, g)-g, 
welche in jedem Vektorverband gilt 12), ist Bedingung 1° der vorangehen-
den Definition schon erftillt. 
12) Siebe N. BoURBAKI, Algebre, Act. sci 1179 (1952), S. 12 (Prop. 7). 
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Betrachtungen wie im Anfang dieses Par. zeigen, daB jedes Soma a# 0 
sich zerlegen laBt in zwei Somen a1 und a2 mit sup (f, g)=g auf a1(40 
vorausgesetzt) und sup(/, g)#g auf jedem nicht leeren Teilsoma von a2. 
A us 0 # b ~ a2 folgt dadurch 
(6*) f3sup(J,g)-g(b) > 0. 
Ware nun fiir jedes Teilsoma b # 0 von b f3sup(f,g) (b)= Pu( b), so wiirde 
dadurch auf b sup (f, g)=g 13), somit sup (f, g)-g=O sein im Widerspruch 
zu (6*). Somit gibt es zu jedem derartigen b ein Teilsoma b#O mit 
f3sup(f,g)( b)> {Jg( b), 
wodurch fiir dieses b 
(7) 
Die Somen, welche (7) erfiillen, ki:innen somit als iiberall dicht in a2 
betrachten worden. Daraus und aus den Relationen 
iXt(b)= inf [f3t(b)] und iXsup(f,g)(b)= _ inj [f3sup(f,g)(b)] 15) 
'5~b, 5 :;t:O b~b, b :;t:O 
folgt 
iXt(b) = iXsup(f,g)(b ), 
somit auf a2 
/=sup (f, g) 13), und damit g=inf (f, g). 
Definition. Als Produkt von zwei geordneten Paaren (!J, g1) (j = 1 
oder 2); liE 58, g, E 58 betrachten wir das Paar (/s, gs) mitfs=inf (/1, /2),ga= 
=sup (g1, g2). Dabei ist /s E 58, gs E 58; zwar braucht nicht immer /a~gs 
zu sein, aber die vorangehende Eigenschaft ermi:iglicht die Definition 
(/I, g1) · (/2, g2) oder (fa, gs) =(fa, inf (fa, gs)) =(sup (fa, gs), gs) 16) 16bls). 
Das Produkt ist kommutativ, assoziativ und idempotent. 
Eigenschaft. Aus (f, g)= (/1, g1), (h, k)= (h1. k1), und (f, g), (h, k) dis-
junkt folgt auch (/1, g1), (h1, k1) disjunkt. 
Eigenschaft. Aus (/1, g1) und (/2, g2) disjunkt folgt auch (/1, g1) · (f, g) 
und (/2, g2) · (f, g) disjunkt. 
18) Siehe CARATHEODORY, loc. cit. 5), S. 100 (Nr. 89). 
14) Siehe CARATHEODORY, loc. cit. 5), S. 101 (Satz 3). 
15) Siehe CARATHEODORY, loc. cit. 5), S. 91 (Satz 3). 
18) Ist fiir jedes a :;t: 0 /a = inf (/a, ga), so ist (/a, ga) = (/a, /a) = (ga, ga), und 
representiert dieses Paar das leere Ortsfunktionenpaar. Das Produkt von zwei 
disjunkten geordneten Ortsfunktionenpaaren ist immer ein leeres Paar. 
1Sbl8) Selbstverstandlich liefert jedes geordnete Paar (h, k), mit hE lB, k E lB, 
und (h, k) gleich (/a, inf (/a, ga)) eine weitere Darstellung des Produktes (fa, ga). 
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Bemerkung nebst Definition. F1lr a#O gibt es ein gro{;Jtes Teil-
soma a1 mit 
fa=inf (/a, ga), somit auch ga=sup (/a, ga) auf a1, 
und 
fa=SUp (/s, gs), 80mit auch gs=inf (/s, gs) auf a 8 a1, 
so weit diese Somen nicht leer sind. Dane ben ist fs # gs auf jedem Teilsoma 
# 0 von a 8 a1. Somit ist auf a 8 a1: 
f1~fs=sup (/a, gs)>gs=inf (/s, gs)~gi (j = l oder 2). 
Wir sagen darum, daB es hier Inklusionen von geordneten Ortsfunktionen-
paaren gibt, und zwar 
(j = l oder 2); 
auf a1 (mit fs=gs) wird dabei somit nicht geachtet. 
Lemma l. Aus (/1, g1) ~ (/2, g2), (/2, g2) ~ (/s, gs) folgt (/1, g1) ~ (/s, gs). 
Lemma 2. Aus (/1, g1) ~ (/2, g2), (/2, g2) ~ (/1, g1) folgt (/1, g1)=(/2, g2), 
und umgekehrt. 
Lemma 3. Aus (f, g)~ (/1, g1) und (f, g)~ (/2, g2) folgt (/,g)~ (/1, g1)· 
. (/2, g2). 
Mit diesen Lemmata folgt die 
Eigenschaft: Aus (/1, gl)=(/1', g1') und (/2, g2)=(/2', g2') folgt (/1, g1)· 
. (/2, g2) = (/1'' gl'). (/2'' g2'). 
Eigenschaft. Gibt es eine Inklusion (h, k) ~(/,g) zwischen geordneten 
Ortsfunktionenpaaren (was somit heiBen soli: zu jedem a#O gibt es ein 
groBtes Teilsoma a1 mit h=k auf a1 und f~h>k~g auf a 8 a1), so laBt 
sich mittels sup- und inf-Bildungen aus den f, h, g, k ein drittes geordnetes 
Paar (h1, k1) ableiten mit 
(hl, kl) = (h, k}, (hl, kl) ~ (/,g), 
und sogar in 5B (also auf jedem Soma a#O, e5B): 
(8} 
Beweis. Ist ho=inf (/,h), ko=inf (/, k}, so ist, wegen h=k auf a1 
(a und a1 wie oben), auch ho=ko auf a1; auf jedem nicht-leeren Teilsoma 
von a e al ist ho4-ko, und auf a e al ist, wegen g~k~h~f. auch 
g~k=ko~h=ho~f. Nun ist (in 5B) ho-ko=h-k. Also (ho, ko)=(h; k). 
Nimmt man h1=sup (g, ho}, k1=sup (g, ko)l so folgt in analoger Weise 
(h1, k1) = (ho, ko). 
AuBerdem zeigt sich auf a1 g~h1=k1~f. wahrend auf a 8 a1. gilt 
g ~ k1 ~ h1 ~ f, also allgemein in 5B. 
9 
§ 4ter. Gleichheit geordneter Ortsfunktionenpaare ist ein besonderer 
(uneigentlicher) Fall von Inklusion. Bei einer eigentlichen Inklusion 
(h, k) ~ (f, g) ist es nach der vorigen Eigenschaft immer moglich (h, k) 
durch ein gleiches Ortsfunktionenpaar (h~, k1) zu ersetzen, so daB in~ (8) 
gilt. Daraus folgt, daB (f, g) als eine geordnete Summe von drei Paaren 
geordneter (endlicher) Ortsfunktionen aufzufassen ist: 
(9) (f, g)= (f, hl) +(hi, kl) + (kl, g), 
Definition. Im allgemeinen wiro 
(10) (/, g)=(f, /I)+(/1, f2)+ ... +(/n-2, fn-1)+(/n-b g) 
eine Darstellung von (f, g) als geordnete Summe von geordneten Ortsfunktio-
nenpaaren sein; auch soH dabei im rechten Gliede die Hinzufugung von 
endlich vielen leeren Paaren (h1, k1) erlaubt sein. 
(f, g) ist nicht nur als ,geordnete" Summe endlich vieler (disjunkter) 
geordneter Ortsfunktionenpaare, sondern auch als Summe endlich vieler 
disjunkter geordneter Ortsfunktionenpaare aufzufassen, und zwar gemaB 
folgender 
Definition: (f, g) ist (in ~) Summe der endlich vielen disjunkten 
geordneten Paare endlicher Ortsfunktionen (h1, k1) ~ (f, g) (j= l, ... , n), also 
n 
(f, g)= ~ (hj, kj), 
i-1 
falls jedes Soma a =1= 0, auf welchem f, g, h1, k1 alle endlich sind, sich zerlegen 
laBt in endlich vielen (disjunkten) Somen ( =1= 0): 
so daB zu jedem at (i= l, ... , m) eine (ev. leere) Teilmenge der (hJ, kJ) 
gehort, aus welchen sich auf ai ein (gemaB vorangehender Def.) geordnete 
Summe bilden laBt, gleich (f, g) auf diesem at; dabei seien die in der 
Teilmenge nicht vorkommenden (h1, k1) auf dem at leer 17b). 
Bemerkung. Da das Wesentliche eines geordneten Paares (p, q) 
endlicher Ortsfunktionen durch diejenigen Somen b =1= 0, auf dessen Teil-
somen p =1= q ist, geliefert wird, und diese Somen ebenso wie die unteren 
und oberen Grenzen von p, q auf diesen ungeandert bleiben bei Ersetzung 
von (p, q) durch ein gleiches Paar, bleibt (f, g) Summe gemaB obiger 
17) Mindestens eines der Paare (k1, g), (f, h1) ist nicht ein leeres Ortsfunktionen-
paar (im Sinne von Fu13n. 16). 
l7b) a1 ersetzt hier j!). - Ist auf einem a 1 f = g, so ist (f, g) auf diesem a 1 ein 
leeres Paar (gema13 Fu13n. 16) und darf darum die zugehorige geordnete Summe 
leer aein. Kommt in einer auf ai geordneten Summe ein Paar (h, k) mit h = k auf at 
vor, so darf es fortgelassen werden, aber auch diirfen mehrere derartige Paare 
binzugefiigt werden (siehe die vorangehende Def.). 
lO 
Definition bei Ersetzung eines Somenpaares (h1, k,) durch ein gleiches 
Somenpaar. 
Ist (/,g) "geordnete" Summe von endlich vielen geordneten Orts-
funktionenpaaren, so ist es auch Summe dieser Paare. Dane ben hat man die 
D 
Eigenschaft: Ist (/,g)= ! (/t, gt), also Summe der (/t, g,), so laBt 
i-1 
sich mittels sup- und inf-Bildungen aus den f, g, ft, fit eine geordnete 
Summe von endlich vielen Ortsfunktionenpaaren (h,, k,) (j = 1, ... , m) 
ableiten mit 
wobei f=h1, k1=~, k2=h3, ... , km-1=hm, km=g; dabei gibt es eine Zer-
legung der Menge der (hJ, Tc,) in n disjunkten Teilmengen derartig daB 
jedes {ft, f!t) gleich der Summe der Ortsfunktionenpaare der zugehOrigen 
(iten) Teilmenge ist. 
Beweis. Wegen der vorangehenden Bemerkung und der letzen Eigen-
D 
schaft in § 4b1s darf man voraussetzen, daB in (/, g)= ! (f,, g,) gilt 
~-1 
f~fii;;,gt~f! (i=l, ... , n). Dann ist auch (/, g)=(f, /1)+(/1, g1)+(g1, g). Mit 
obiger Definition von Summe folgt 
und 
D 
=(sup (/1, /2), sup (/1, g2)) 17c)+ ! (/, /1)·(/t, g,) 
f-B 
D 
(g1, g)= ! (g!, g). (f,, fit) 
i-2 D 
= (inf (g1, /2), sup (g, g2)) + ! (gb g)· (ft, g,) 
•-s 
D 
= (inf (g1, /2), inf (g1, f/2)) + ! (g1, g)· (f,, g,). 
•-a 
Bei (sup (/1, /2), sup (/1, g2)) = (/2(1>, g2<1>) und (inf (g1; /2), inf (g1, g2)) = 
= (/2<2>, g2 <2>) sind (/2(1>, g2<1>) und (/2(2>, g2<2>) disjunkt, mit (/2<1>, g2<1>) ~ 
~ (f, /1) und (/2<2>, g2<2>) ~ (g1, g). 
Nun laBt sich zeigen: 
2 
(ll} (/2, f/2)= ! (/2(1>, f/2<J>). 
;-1 
Wir betrachten dazu ein Soma a# 0, auf welchen /1, /2, g1, g2 endlich sind. 
Aus (/1, g1) und (/2, g2) disjunkt folgt eine Zerlegung a=a1 v a2 v a3 v a4, 
mit h = g1, /2 = f/2 auf a1; h = f/1 auf ~. /2 # f/2 auf jedem Teilsoma von 
a2, #0; /2=f/2 auf a3, /l#g1 auf jedem Teilsoma von a3, #0; /l#g1 und 
/2#g2 auf jedem Teilsoma von a4, #0, wobei a4=a4,1 v a4,2 mit f/1~/2 auf 
17c) Denn (/, /tH/2, g2) = (inf j, /2), sup (/1, ga)) = (/2, sup (/1, ga)) = (sup (fa, sup 
(/1, ga)), sup (/1, g2)) = (sup (/1, /2, ga), sup (/1, g2)) = (sup (/1, /2), sup (/1, ga)). 
ll 
a4,1 und g2 ;;;;;./1 auf a4,2· AuBerdem gibt es eine Zerlegung a2 = a2,1 v a2,2 v a2,a 
mit /1:;;;;./2 auf a2,1; g2;;;;,.g1 auf a2,2; /2:;;;;./l=g1;;;;,.g2 auf a2,a 17d). 
(/2, g2) ist leer auf a1 und auf aa. Auf a2,1 ist 
(f2<1l, g2<1>) + (/2<2>, g2<2>) =(sup (/1, /2), sup (/1, g2)) + (inf (g1, /2), inf (g1,g2)) 
= (/1, /1) + (inf (/1, /2), inf (/1, g2)) = (/2, g2), 
also 
analog leitet man die gleiche Relation fiir die Somen a2,2, a2,a, a4,1 und 
a4,2 ab. Damit ist (ll) bewiesen. 
In analoger Weise folgt f iir i = 3, ... , n: 
(/1.<1>, gt<1l) =(sup (/1, ft), sup (/1, !lt)) ~ (f, h), und (/t<2>, g,<2l) _ 
mit 
= (inf (g1, /i), inf (g1, !lt)) ~ (g1, g), 
2 (it, gt)= _! (f,<l>, g,<J>) 17e). 
f-1 
Die vorangehenden Ableitungen lassen sich zweimal wiederholen, das 
eine mal ausgehend von 
" (f, M= .! (!,<1>, g,<l>), 
i-2 
das andere mal von 
.. 
(gl, g)= .! (/1.(2)' g,<2l). 
i-2 
Man erhalt 
" " (f, f2<1>) = _I (f, /2(ll). (/t<1>, gt<1l) oder _I (f,<1,ll, llt(l,ll), 
i-3 i-3 
" .. (g2<1>, /1)= _I (g2<1>, /l)-(ft<1>, g,(l>) oder _I (f,<1,2l, gt<l,2l) 
•-a •-s 
bzw. 
" " (g1, /2(2>)= _I (g1, /2(2>)·(/,<2>, gi<2l) oder _I (/t<2,1l, gi(2,1l), 
i-3 i-3 
" " (g2<2>, g)= _I (g2<2>, g). (/t<2>, g,<2>) oder _I Ut<2,2l, gi<2,2l) 
i-s i=S 
mit korrespondierenden Inklusionen, und 
2 (/t(l), g,<1l) = .! (/t(l,J), lli(1,J)), 
;-1 
17d) a2,1 ist das gro13te Teilsoma von a 2 mit CXJ,-1, ;;;;;_ 0, a2,2 das groJ3te Teilsoma 
mit cx111 - 111 ~ 0. Ware a2,1 A a2,2 :f:: 0, so folgte auf diesem Produktsoma h ~ 12 :;;;;,. 
gs ;;;;;_ g1 = ft, also 12 = g2, wahrend doch auf jedem Teilsoma :f:: 0 /2 :f:: g2 sein 
miiBte. Also ist a2,1 A a2,2 = 0. Auf jedem Teilsoma :f:: 0 von a2,3 = a2 e (a2,1 v a2,2) 
ist CXf,-1, < 0 oder f3t.-f, > 0, und cx11,-11, < 0 oder {311,-11, > 0; somit ist nach 
CARATHEODORY, loc. cit. 5), S. 91 (Satz 3) CXJ,-J1(a2,a) ~ 0, cx11,-11,(a2,a) :;;;;,. 0, also 
auf ~.a /2 :;;;;,_ /1 = g1 :;;;;,_ Y2· 
17e) Somit ist f ~ ft<ll ~ g1<1) ~ h ;;;;;_ g1 ~ j 1<2) ~ g1<2) ~ g (i = 2, ... , n). 
12 
bzw. 
2 
(h<2>, g,<2>)= ! (f,<2.J>, g,<2.Jl) (i=3, ... , n) 17f). 
i=l 
Das nachfolgende Mal gibt es 22 Wiederholungen des Verfahrens. Nach 
endlich vielen Wiederholungen kommt ein Ende, und erhalt man unter 
Beachtung von (11) his (llquater), u.s.w. die gesuchte Darstellung von 
(/, g) mit zukommender Eigenschaft fiir die (/,, gt) 18). 
§ 4quater. Das benutzte Konstruktionsverfahren ftihrt auch zum Beweise 
folgender 
Eigenschaft: Aus Ut, g,) ~(/,g) (i= I, ... , n) und die Paare (f,, g,) 
disjunkt la.Bt sich eine Darstellung von (/,g) als geordnete Summe S von 
geordneten Paaren endlicher Ortsfunktionen (pi, qi) (j =I, ... ,-m) ableiten, 
wobei jedes (/c, g,) Summe einer Teilmenge St von S ist. Dabei ist mog-
licherweise S- (81 +82 + .. . +Sn) eine nicht-leere Teilmenge der Menge S. 
Sie kann dann als nicht-leere Differenz von (/,g) und der Summe der 
(/t, g,) betrachtet werden. 
Die Ordnung in S kann man sich sowohl auf S- (81 + ... +Sn) wie auf 
81 + ... +Sn iibertragen denken. 
§ 5. Definition. Als Produkt 58 x R1 betrachten wir die Klasse der 
aus endlich vielen disjunkten Paaren geordneter, in 58 endlicher Orts-
funktionen, {jj, gi) (j =I, ... , n), aufgebauten Mengen; (58 x R1)+ sei die 
Teilklasse von 58 x R1, welche die Mengen enthalt, bei deren Einfiihrung 
nur Ortsfunktionen ;;;;; 0 angewandt werden. Die leere Menge 0 von 58 x R1 
sei representiert durch eine willkiirliche Summe von endlich vielen (ev. null) 
geordneten Paaren (!J, /i) (i= I, ... , n) endlicher Ortsfunktionen 16). 
Eigenschaft. Jede Menge von 58 x R1 ist aufzufassen als Summe von 
endlich vielen Paaren geordneter Ortsfunktionen, Ui, gi) (j =I, ... , n), die 
geordnet ist, was hei.Ben soli (fi,gi)6(/i+l•gi+l), oder g,6/i+l in 58. 
Beweis. 1st die betrachtete Menge aufgebaut aus Paaren (hz, kz) 
(l= I, ... , m), so gibt es ein Paar (sup hz, inf kz) = (ho, ko) mit (hz, kz) ~ 
~ (ho, k0). Das in § 4ter eingefiihrte Konstruktionsverfahren, angewandt 
auf (ho, ko) mit (h1, k1), ... , (hm, km), liefert eine Darstellung von (ho, ko) 
als geordnete Summe von endlich vielen Paaren geordneter Ortsfunktionen 
(vgl. § 4quater). Lassen wir diejenigen Paare fort, fiir die es keine Inklusion 
in einem der (hz, kz) gibt, so liefern die iibrigen die in der Eigenschaft 
genannte Summe. 
17f) Somit ist f ;;;;; ft!1,1l ;;;;; g,<1,1) ;;;;; j 2UJ ;;;;; g 2!1l ;;;;; j,<1,2l ;;;;; g,<1,2) ;;;;; h ;;;;; g 1 ;;;;; 
;;;;; f 1!2,1) ;;;;; g 1!2,1l ;;;;; f 2!2l ;;;;; g 2<2l ;;;;; f,<2,2) ;;;;; g 1!2,2) ;;;;; g (i = 3, ... , n). 
18) Die Konstruktion gibt eine Zerlegung von (/,g) in einer geordneten Summe 
von hochstens 211 - 1 nicht-leeren geordneten Ortsfunktionenpaaren. 
13 
m 
Definition. Das Produkt von Mengen M1 = 1 (!J, g,) und M2-
n i=l 
= 1 (hz, kl) in m X Rl sei definiert durch: 
1=1 
M1·M2= 1 (f" gi)-(hz, kl}, 
(i, l) 
die Differenz von M1 und M2 durch: 
m n 
M1-M2=M1-M1·M2= 1 {(fJ, g1)- 1 (!J, g;)·(hz, k1)} (§ 4quater), 
i=l l=l 
und ihre Sum me durch: 
m n m 
M1+M2= 1(fJ,g;)+ 1{(hz,kz)-1(f;,g;)·(hz,kl)}. 
i=l l=l i=l 
Evident ist nun der 
Satz l: m X Rl ist ein Korper, was heiBen soli, daB dieses Produkt 
hinsichtlich Produkt-, Differenzen- und Summenbildung abgeschlossen ist. 
Auch (5!) x R1)+ ist ein derartiger Korper. 
§ 6. Fur die Somen #0 des a-Booleschen Verbandes 5S betrachten wir 
eine Teilklasse L der endlichen Ortsfunktionen, welche nicht nur die Null-
ortsfunktion 0 enthalt, und mit den Eigenschaften: 
1 o f E L (ex! untere-, f3J obere Grenze) ist beschrankt, d.h. es gibt eine 
positive Konstante Mf derart daB auf jedem b# 0 (und E \5) immer gilt: 
2° f E L, g E L, a und b endliche Konstanten __.,.. a· f + b · g E L; 
3° f E L, g E L __.,.. sup (/, g) E L; inf (/, g) E L. 
Bemerkung. Die Bedingungen 1°-3° machen L zu einem Vektorver-
band oder Rie(;Jschen Raum. L enthalt nun auch mit f f+ sup(/, 0), 
j-- - inf (f, 0}, auBerdem Ill= f++ j-. 
Geht man bei den Betrachtungen der §§ 4bis bis 5 a us von Ortsfunktionen 
E L, so gehoren auch die neu hinzukommenden Ortsfunktionen zu L. 
Insbes. wird Satz l zu 
Sat z 2. Diejenigen nur mit Funktionen E L [ E L+] aufgebauten 
M engen von 5S x R1 bilden einen Korper K [ einen Korper K +]; dabei ist 
L+ die Teilklasse von L, deren Funktionen alle ~ 0 sind. 
§ 6bis. Ein fiir die Ortsfunktionen von L definiertes lineares Funktional 
(Elementarintegral) I hat die Eigenschaften: 
ex) f E L, gEL__.,.. l(f+g)=l(f)+l(g) (aile Werte reell und endlich); 
{3) f E L, a reell und endlich __.,.. I(a -f)= a· I (f). 
I4 
Das lineare Funktional heiBt nicht-negativ, falls: 
y) /~0, E L--* J(/)~0 18bis). 
Bemerkung. Sind zwei Paare geordneter, zu L gehorender Orts-
funktionen, (/1, g1) und (/2, g2), gleich, so ist immer, wegen /1-g1 = 
=/2-g2 EL, 
Bei f E L, g E L ist insbes. 
(f, inf(f, g))=(sup (/,g), g), mit l(f-inf(f, g))=l(sup (f, g)-g). 
m 
Definition. In 58 x R1 gleiche Mengen M1 = 2 (/J, gi) und M2 = 
ft i-1 
= 2 (h,, ki) sind charakterisiert durch die Relationen (im Sinne von § 4ter): 
i=1 
und 
" (fJ, gJ) = 2 UJ, g,) · (ht, ki) fiir jedes i =I, 2, ... , m, 
i=1 
m 
(h,, k,) = 2 (/J, gJ) · (ht, k,) fiir jedes i =I, 2, ... , n. 
i=1 
Diese Gleichheit ist wieder symmetrisch, refl.exiv und transitiv. 
Bemerkung. Mit den im Texte bei FuBn. I7d und in FuBn. I7d 
gegebenen Zerlegungen folgt, daB auf jeden a#O 15) (und dadurch auch 
in 58) sich schreiben laBt: 
/2- g2 =(sup (/1, /2)- sup (/1, g2)) + (inf (g1, /2)- inf (g1, g2)), 
d.i. = (/2(1>- g2(1)) + (/2<2> -g2<2>), 
wodurch bei f, g, !J, Yi E L: 
C/J[(/2, g2)] = 1(/2-g2)=l(/2(1>-g2<1>)+1(/2<2>-g2<2>)= 
=C/J[(/2(1>, g2<1>)J+C/J[/2(2), g2(2))]; 
analoge Relationen fi.ir C/J folgen aus (llbis), (liter), (llquater), u.s.w. Diese 
Relationen und die Eigenschaft von § 4ter fi.ihren unter den Bedingungen 
dieser Eigenschaft, erganzt mit f, g, fJ, gi E L, zu: 
" " C/J[(f, g)]= 2 C/J[(f,, g,)], oder 1(/-g) = 2 I(f,-g,). 
i-1 i=1 
Satz 2bis, In beiden Teilkorpern K, K+ von 58xR1 (aus Satz 2) la{Jt 
lSbis) Die Ersetzung von y) durch eine Bedingung: ji) I (f) hat eine absolute 
Majorante Io(f), d.h. Io(f) ist ein Elementarintegral von nicht-negativem Typus 
(geniigt also Bedingungen wie ~), fJ), y)) mit 
ji(f)j ~ Io(f), 
wiirde im weiteren Verlauf zu MaJ3en von zweierlei Zeichen nebst zugehorigen 
(RS)r und (LS)-Integralen fiihren. Vergl. bei Punktfunktionen RIDDER, loc. cit. Ibis), 
15 
8ich mittels I eine M engenfunktion (]J ableiten. Hat man in einem solchen 
Korper 
m 
M = I (!J, YJ), 
i-1 
so sei 
m 
(]J(M) = I l(fj-gJ); 
i-1 
dabei ist der Wert von (]J (M) von der gewahlten Darstellung (im Karper) 
unabhangig. (]J ist f1lr die Mengen beider Korper beschrankt additiv, und 
la{Jt nur W erte ;;:;;; 0 zu. 
Beweis. Gibt es eine zweite Darstellung 
n 
M =I (ht, kt) 
i-1 
in dem Korper, so folgt eine dritte derartige Darstellung 
M = I Ui> YJ) · (ht, kt) oder I (PJ,t, qJ,t); 
~~ ~~ 
dies liefert 
I 1(/J--'-YJ) = I l(pj,t-qj,t) =I l(ht-kt). 
w ~~ w 
Die weiteren Behauptungen sind evident. 
§ 7. Definition. M E58xR1 hat eine Uberdeckung mittels N EK 
[E K+], falls M =M ·N; wir schreiben dann M r: N. 
Definitionen. In (58 x R1)+ werden mit dem Korper K+ erhalten: 
1° ein Korper K 1 von Mengen (E), zu deren jeder eine Menge F, mit 
E r: F, FE K+, gehort, wodurch sich (wie bei Punktmengen), aus (]J auf 
K+, ein auBeres und ein inneres {]J-MaB, (]J4 (E) bzw. (]J,(E), herleiten laBt; 
2° eine Teilklasse K 2 von K1, fiir deren Mengen (])4 und (]J, zusammen-
fallen; der gemeinsame Wert von f/?4 (E) und (]J1(E), bei E E K2, de:finiert 
(wieder wie bei Punktmengen) ein beschrankt additives, vollstandiges 
{]J-MaB m~(E); 3° ein Korper K 3 ~ K 2 von Mengen (E) (in (58 x R1)+), fiir 
deren jede bei F E K 2 immer E · F {]J-meBbar ist gemaB 2°; dann sei 
m~(E) = obere Schranke aller m~(E ·F) bei F E K2; bei P E Ka, Q E Ka, 
P·Q=O ist immer m~(P+Q)=m~(P)+m~(Q). 
Auf den Mengen von K + fallen (]J und m~ zusammen. 
Definition. Fiir jede auf dem a-Booleschen Verband 58 de:finierte 
Ortsfunktion, welche endlich und ;;:;;; die Nullortsfunktion 0 ist, und fiir 
die das geordnete Funktionenpaar (f, 0) als Menge in (58 x R1)+ {]J-meBbar, 
mit endlichem {]J-MaBe, ist, sei das (RS)l-Integral 1lber 58 nach (]), 
Je(RSh I d (]), gleich m~[(f, 0)]. 
Allgemeine Bemerkung. Wie schon in§ 4b1B bemerkt, werden nur 
in ~ endliche Ortsfunktionen betrachtet. Die Integration einer Orts-
16 
funktion I, zu welcher ein gro[Jtes Soma a#O mit IXJ(a)= += oder (und) 
ein grof3tes Soma b#O mit {J1(b)= -= gehOrt, wahrend jedes weitere Soma 
sich zerlegen laBt in abzahlbar viele Somen, auf deren jedem cx1 und {J1 
endlich sind, laBt sich auf den Fall (in~) endlicher Ortsfunktionen zurtick-
ftihren. I wird dann als (RS)1- bzw. (LS)-integrierbar betrachtet, falls: 
1° die Ortsfunktion lo, welche auf jedem Soma c# O, mit c A (a v b)=O, 
mit I zusammenfallt, und auf a v b tmtere und obere Grenze Null hat, 
integrierbar ist im eben betrachteten Sinne; 2° die charakteristische Orts-
funktion von a v b (siehe § 10) im betrachteten Sinne ein I~tegral gleich 
Null hat; dann soil das Integral von I denselben Wert wie das zugehOrige 
Integral von lo haben. 
(To be continued) 
